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Zur Quantentheorie kontinuierl icher Spektren ~). 

Von J. R. Oppenheimer Jn GStfingen. 

(Eingegangen am 24. Dezember 1926.) 

Die gormieruag der Eigenfunktioaen der Systeme mit Streckenspektreu wird all- 
gemein behandelt. Die Theorie wird auf das Wasserstoffatom, die koatinuierlichen 
RSntgenabsorptionskoeffizienten, die Polarisation und Intensit~itsverteilung der 
Bremsstrahlung, und die Geschwindigkeits- und Richtungsverteilung der Photo- 
elektronen angewandt. Es ergeben sich die Compfonschen und die Kramers-  

schen Formeln. 

I. A l l g e m e i n e  T h e o r i e .  

1. E i n l e i t u n g .  Naeh S e h r S d i n g e r  kann man die beobachtbaren 

Eigenschaften eines dynamischen Systems aus der Gesamtheit der LO- 

sungen ~F einer Differentialgleichung ableiten. Falls man es - -  wie 

wir im folgenden voraussetzen werden - -  mit konservativen, in den 

Variablen x k separierbaren Systemen zu tun hat, finder man bekanntlich 

= IZk~'k(.~'7::~)exl~ E t  , (1) 

wo die #'t: Gleiehungeu des Typus 

1 O ( 0 r  
0(xk) Oxk e d - ~ / +  [kk § h( .~kk)]W: = 0 (2) 

genilgen, und wo die Energie E ~ E (k v ;.o_.- -) ist. Fi~r spektroskopische 2) 

Probleme hat  man ferner die Konstanten kj: so zu wahlen, dab die ~k in 

jedem physikalisch zulassigen Punkte (x v .r. 2 . . .  o~,,) beschrankt, eindeutig', 
und zweimal stetig difFerentiierbar sin& Die Gesamthei~ der so entstehen- 

den k-Werte ist das Eigenwertspektrum des Systems und besteht im 

allgemeinen aus diskreten Punkten, ihren ttaufungsstellen und kontinuier- 

lichen Strecken des ~-Raumes. Wir  werden die zu einem Punkte dieses 

Raumes gehSrige Bewegung demgem~l] periodisch, sing'ul~r und aperiodiseh 

nennen. Dieses stimmf naeh (1) mit dem klassischen Kriterium einer 
periodischen Bewegung, da$ sie durch eine (mehrfache) F o u r i e r s c h e  

Reihe dargestellt werden kann. abgesehen yon trivJalen _kusnahmen 
iiberein. 

Nach der Bornsehen  Auffassung' mu$ man #' ('~',~,')=~1 als eine Wahr-  
scheinlichkeitsdichte der Koordinate ."t: anseheu. Da klassi~ch nur eine 

I~ G~:ldirzte GSttinger Dis~e,'t;,tion. 
~) }'tit' kinematische Probleme l~tld] man allge.teinere L6sungea behandeln. 
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perlodische Bewegung innerh.alb eines begrenzten Teiles des Koordlnateu- 

raumes vor slch geht, kSnnte man aueh bier erwarten, daft nur die zu 

elner perlodischen Beweguag gehSrigen ~t, quadratisch integrierbar sein 
mfiBten, da~ also alle [ntegrale 

~ Ok ~t'k~kdXk. 

fiber das Grundgebiet existisren wiirden. DaB das nicht der Fall ist, 
erkenn~ man an einem elnfachen Beispiel. Nimmt man [iir die pofentielle 

Energie e~wa e xp , so sieht man, daft die Wellengleiehung 

ffir ieden Energiewert  zwisehen 0 und -t-1 quadratiseh integrlerbare 
LSsungen hat:. Falls  aber die zu einer ihrer Natur  naeh unbegrsnzten 

Koordinate gehiSrige Differentialgleiehung (2) eine trod nur eine singu- 

l~re Stelle im Endliehen besitzt~, so ist 0 dann und nur dann 
quadrat~iseh integrierbar, wenn die entspreehende Bewegung periodiseh 
ist ~). Da ~edes Teilehen eine singul~re Stelle uad sine prinzipiell unbe- 

sehriinkte Koordinate in die Differentialgleiehung ein~iihrt, kiinnte man 
vermuten, dal3 dieser Satz ffir alle eehten physikalisehen Probleme gilt. 

2. D ie  E i g e n d i f f e r e n t i a l e .  Wegen tier Selbstadiunglertheit tier 

Gieiehungsn (2) sind die siimtlichen tO zueinander orthogonal. Bekannt- 
lieh 2) miissen die periodischen LSsungen auf tlns normier~ werden, um 
dis t t e i s e n b e r g s c h e n  Matrizea zu liefern. Dieses kSnnen w~r nach der 

Bornschen  Auffassung als eine Wahrscheinliehkeitsaussage deu~eW: Die 
Gesamtwahrscheinliehkeit, dab ein System gleichzeitig in z w ~ t e n -  
zusti~nden existiert, ist  hTull; das Gewicht ]sdes Quantenzustandes ist eins. 

Fiir dis aperiodisehen Bewegungeu versagt  einerseits wegen der Nieht- 
integrabiliti~t der entsprechenden $ die S c h r S d i n g e r s e h e  Normierung; 

andererselts hat  ietzt die zweite Wahrscheinliehkeitsaussage fiber das 

Gewleht keinen Sinn. 
Das mathematische Problem der Normierung kontinuierlicher Spektren 

ist yon t t e l l i n g e r  ~) f~'tr die quadratischen Formen, yon W e y l  ~) ftir 
S t u r m - L i o u v i l l e s c h e  Gleichungen geliist worden. Und zwar flndet man 

l) Der Beweis beruht darauf, daft man im Unendlichc- entweder zwei be- 
schr~inkte, nicht integrierbare LSsungen oder eine unbeschr~inkte und eine integrier- 
bare hat, die nur fiir gewisse ~-Werte mit dem an der anderen singul~ren Stelle 
analy~ischen Integral iibereinstimmt. 

'~) E. Sch rSd inge r ,  Ann. d. Phys. 79, 734, 1926. 
"~) E. H e l l i n g e r ,  Crelles Journ. 186, 1, 1910. 
4) It. Weyl, );lath. Ann. 68. 220, 1910. 
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nicht, dab es ein eindeutiges Normierung.sverfahren gibt, sondern d ~  

fiir ~ede stetige Fnnkt ion  fQ,)  die Bedingung x) 

l i ra I l A f  ~ edxz#,O A,@ = I~,~ 
Af --..~ 0 

fl i A f f ,~  zlf 
A , O  --~ ~pdf(X); A~O - ~  r  (3) 

f~ f2 

eine durchfithrbare Normlerung der @ liefert.  Dabei ist  (}12 ~ 0,1, je 

naehdem die Interval le  /'1, f,-i-,df und fg, f , + A f  a u s - o d e r  in- 

einanderliegen. Man kann offenbar durch eine geeignete Wahl  yon 

f(Z) die yon ~p abgelei teten Natr izen mlt  einer wil lki ir l ichen Funkt ion  

yon ~ multiplizieren. Das physikalische Problem ist  die Bestimmung yon f. 

3. D a s  n o r m i e r e n d e  D i f f e r e n t i a l * ) .  Fi i r  diesen Zweck betraehten 

wlr  zun~chst eine Differentialgleiehung (2) mlt  Punkt-  und S~recken- 

spektrum. Das Ergebnis  fiir f wird  dana allgemein gelten. W i r  fassen 

zwel, der Eigenfunktion ~p (Z~) und dem EigendifferentiaI ~) A O (s ent- 

sprechende AnfangszustKnde ins Auge und berechnen nach einer yon 

D i r a c  *) angegebenen Methode die yon einer Liehtwelle  erzeugten 0ber-  

1) Dabei ist (3) gerade die Bedingung, daft die durch 

F (x )  V(~,x) = ~ F( i ,~ ' )  d O(1') (3a) 

definierten kontinuierlichen Matrixkomponenten einer Funktion F ( x )  dutch 

F (~ , i ' )  = ~ ,o d x  F(x)  V(x , i )  ~* (x,~') 

gegeben seien. Denn aus (3a) folgt 

F (x )  V (X,x) V*(~',x) e dx = ~ e dx  v* (i ' ,x)  ~ ~ '( i ,1")  d o (~"). 
"~) Die tJberlegungen dieses Absehnittes kSnnen etwas vereinfaeht werden, 

indem man das Integral des Qaadrats der gestSrten Eigendifferentiate statt das 
Quadrat der Koeffizienten dieser Eigendifferentiale als Ubergangswahrscheinlich- 
keiten nimmt. .~Ian erhiilt dann start (5) 

2~r 
c h "2 v~ I ,  I _~I (i~ i2) [o. , j  f 

~ian kann ferner zeigem daft alle 0bergangswahrscheinlichkeiten gegeniiber Trans- 
formationen yon f invariant sind and daft fi~r alle f das Gleiehgewichtsprinzip seine 
Giiltigkeit beh~lt. Unsere Wahl von f entsteht dadurch, daft man verlangte, da/] 
das Quadrat der Matrixkomponenten selber ftir die Absorptionskoeffizienten mafl- 
gebend sein sollten. Sie hat aul]erdem noch die Eigensehaft, daft nur fiir sie das 
statistisehe Gewicht einer Strecke dureh das Integral des Quadrats der Eigen- 
differentiale gegeben ist. (Anm. bei der Korrektur.) 

~) Die z/O(,~) sind im Grenzfal[ wegen der Vertauschharkeit tier Folge 
der Integration nach i und delP Differentiation nach x LSsung~n der Differential- 
gleiehungen. 

~) P. A. ~[. Dirae ,  Proe. Roy. Soe. (A) 112, 661, 1926. 
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gangswahrscheinlichkeiten A 1 -~  z/g~, J 42 -~ A1- Wir  berechnen dann 

nach B o r n  1) die Gewiehte der zwei Anfangszustande - -  tiir d O  natiir- 

lich in einem etwas erweiterten Sinne - - ,  und sodann quasiklassisch die 
Gewichte der Zustande im thermodynamischen Gleiehgewicht. Hieraus 
erhalten wir, wegen der Unabhangigkeit  2) dieser Wahrseheinlichkeiten, die 

(~bergangswahrscheinlichkeifi ftir alas Gleichgewicht. Endlich verlungen wir, 

da~ diese einander gleich sein sollen, und erhalten eine Bedingung fiir f. 

Wir  schreiben die Gleiehung (2) in der Form 

o'-fox (V:  + [4 + = o 

Da diese Gleichung Punkt-  und Streckenspektrum besitzt, Inui~ X '  (4) 
usymptotisch einem begrenzten Wer t  zustreben, den wlr  olfenbar gleieh 
Null setzen kiinnen 8) : 

lira X '  ---- 0. 

Wir berechnea ietzt die Sfiirung, die eine polarisierte Liehtwelle 
(mit elektromagnetischem Potential  2)  in den Systemen u) V(~I) und 

b) z/O(~2) erzeugt. Set M(x) die Komponente des elektrisehen Moments 
des Systems parallel ?l. M hangt auch yon den underen Koordlnaten xk 

ab; wlr kOnnen aber hier dlese Abhfingigkeit vernaehl~ssigen, da es sich 

nur am :~nderungen in einem bestimmten Xk handelt. Die Sti~rungs- 

iunktion in der S c h r S d i n g e r s e h e n  Glelchung ist dann i _ .  W e n n w i r  
e 

jetzt in dieser gestSrten Gleichung mit  dem Ansatz 

q. (4) V (~) § ~ ~ (4) d @ (4) 2: 

eingehen, so erhalten wir nach der D i r a c s c h e n  Methode eine Differential- 
gleichung fiir a(~) 

/2~i il~ c i:(X) = .,v,z,z(;;)~'~ (~.,~') ~ e x p  [ ~ (E~. - -  Z z )  t I 

[ 2 ~ i  "E 

1) M. Born,  ZS. [. Phys. 40, 167, 1926. 
2) p. A. ~. Dirac  (1. c.); Born (I. c.). 
3) Der FaIl~ dab X '  keinem Grenzwer~ zustrebt, sondern oszilliert, bietet 

keine besonderen Schwierigkeiten; nut miissen tiberall Integrale X ~--SX'dx 
durch ihre Mittelwerte ersetzt werden. Dieser Fall kommt z. B. beim Compton- 
effekt vor. Unsere Normierung gilt auch da (W. Gordon,  ZS. f. Phys. 40, 117, 1926). 

Zeitschriit  Jiir Physlk. Bd. XLI .  18 
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is~b. 

8ysteme ist 

2~t I ~ii (~,, ~ ) ,  ~ ( E , )  1 
c h ~ v ~ 

Die Anzahl der in b) yon ~: bis )~ q- A ~ nach ).~ fibergehenden ist 

2~  I~r  L. (z, ~)~ ] A f  2 . 

Setzen wit jetzt die Anfangswerte yon ~, ein, integrieren, setzen die so er- 
haltenen e~-Werte wieder ein, integrieren wieder, und vernaclflassigen wir 

endlich die ~,on den Phasen abh~ngigen Terme, so erhalfien wir fiir die Zeit 1' 

= h2c~ IM(Z2ZS-I 2 { e a : p i ~  ( E ; . ~ - - E ~ 2 ) t  d t  

b) [ = I f-t 
Wir bemerken je~zt, dai] die Strahlungsdichte pro Frequenzeinheit 

T 

I , , -  2 ~ v -  ,21e2~, ,~d t 
J c 
0 

Die AnzaM der in a) yon ~ naeh h e bis ~ - [ - A ~  fibergehenden 

(5) 

(6) 

Wir gehen jetzt zur Berechnung der Gewiehte des Anfangszustandes 

fiber. Naeh dem oben Gesagten ist das ffir den Fall a) gleieh tier Einheit. 

Um das Gewieht eines zu einer aperiodischen Bew'egung gehSrigen 

~-Intervalls zu definieren, verfahren wir {olgendermal~en: Wir  betrachten 

im Koordinafienraum (x v x2.. .  :%) des Systems eine unendllch ferne Flgehe 

x = eonst. Als Gewieht einer Streeke d)~ nehmen wir die in der Zeit- 

einheit dureh diese Flgche striimende und d ; [  entspr~chonde Wahrsehein- 

lichkeit. Diese erhalten wir aus einer Anwendu~g des Greensehen  

Satzes auf die S c h r  5 d i n g e  r sche Differentialgleiehung: die Gesamtwahr- 

scheinlichkei~s~nderung in einem abgeschlossenen Bereiche des Raumes 
ist durch ein Fl~cheninbegral fiber die begrenzende Fl~che gegeben~): 

d I" I" h o 
d,t . 1  

Der durch unsere Flfiehe s[rSmende Tell ist wegen der Normierung2) der 

hQ 
Z ~  = lira - - -  3 [W (x) W'(z)*]  % (7) 

z--> ~ 2 z tt g 2 

l) tt ist bier eine Masse; fiir das EinkSrpcrproblem die 5[asse des Teilchens. 
bedeutet ,,imagin~rer Tell". 

.2) Falls mehrere J[~ kontinuierlich sind, so hat man die Integrale dutch 
~ittelwerte zu ersetzen. 

s) Dabei ist das Liingenelement in der x-Richtung durch d s  : g d x  ge- 
geben. Xach Gleichung (2) hfingt g nicht yon x ab. 
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2 ~ i e  

Fib' ~F ~ M {9 (12) e h kSnnen wir dies mit der Gleichung (4) und der 

Bedingung (3) berechnen. Sel rt(x) eine L~sung yon (4) und $(I)  ein 

normJerender Faktor,  dann wird 1) 

ft~,_ + -r h- 
0 l/2 J{9 f= &~ (I)re (x, i )  d f (1); X ~  = 2 ~/~ 43 [u (x)re' (x)*] ~2 [ j  f (1)]~_. 

( 

Die allgemeine asymptotische LSsung tier Gleichung' lautet 

u ---> Kei~[z+xP-+~( ~)l, (S) 

wo K und 7 stetige, mit i ]angsam veranderliehe Funl/tionen sind. Hier- 

aus bilden ~) wir den Integranden des Integrals in (3) 

~Qtl2a. j{9___~ 4x f'K~21112sin x + ~ z l  . .  

Die Bedingung (3) lautet also 

A 

J ) , - - - ~ 0  A ' - - ~  oc , X 

0 

Das wird 3) 
4 ~ K 2 ~2 Z~l.~ f,. 

Andererseits ergibt (8) 

lira 5 (u (x) u' (x)*) = 1~t , .E ~, 

also wird 
lira ~ 5 (u, (x) u' (x)*) ~ -  ~/, ~ f ' .  (10) 

,E ----~ oo 

Das ftir das System b) bereehnete ,Gewieht" der Streeke J 1  wird also 

h [~ f(t~)] ~ 

8 ~2 t~ f'  (t~) 
Wir miissen ietzt das Verhi~ltnis der statistischen Gewichte der 

Streeke J t  und des Wertes A t hack der klassisehen Quantentheorie be- 

reehnen. Etementare statistisehe Betraehtungen ~) zeigen, dal] es z//~'~ 

selbst proportional sein mull; aber wit kommen mit dlesem Ergebnis 

nicht aus, da es uns zum Beispiel nlcht das Intensiti~tsverh&ltnis des 

1) Wegen der oben erw~ihnten Vertauschbarkeit der Folge der Integration 
naeh ), und der Differentiation nach x. 

~-) Man kann den asymptotischen Wert iiberall gebrauchen, weil das Integral 
zwisehen allen endliehen Grenzen beim Grenztibergang versehwindet. 

8) ~[an fiihre y = ,- ,-/,~ als neue Integrationsvariable ein. Siehe 

f?.Fues. Ann. d. Phys. 81, 4.~, 1926. 
a) Siehe hierzu J.R. Oppenheimer,  Proe. Camb. Phil. Soc. 28, 422, 1926. 

i8" 
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kontinuierlichen und Linienspektrums ergeben wiirde. Wir st, ellen also 
diese rein kiuematisehe Frage: Im Mittel sitzt in iedem diskreten Quanten- 

zustand ein Teilchen; wleviele Teilehen mit 2.-Werten zwisehen 2. 2 and 
)~ @ z/2. schreiten dann im Mittel in der Zeiteinheit iiber eiae unendlic.h 

ferne Grenze hinein? Dabel sind alle anderen Quantenkonstanten fest- 
zuhalten. Denken wir uns einen aus der zu 2. geh(irigen Wirkungs- 

variablen J ~ J(2.) und der kanonischen Winkelvariablen w bestehenden 
Phasenraum, so lautet die Antwort offenbar: die dutch h geteilte in der 

Zeiteinheit yon den Teilchen zuriiekgelegte Fliiche dieses Raumes: 
J '  (2.) A 2.. Aus der Gleichung (4) sehen wir ferner, daft x asymptotisch 

nur yon ~v abhi~ng't; daher treten aile diese Teilchen tatsi~ehlieh fiber die 
x ~ eonst-Fli~che im Koordinatenraum herfiber. Da auch quanten- 

mechanisch in diesem Falle 
d E  

Od 

ist, erhalten wir fiir das oben definierte statistische Gewieht der Streeke 

2.~, 2.2 + A 2. 
1 d E  O J  1 

Wir dividieren ietzt (6) dureh (11), multiplizieren den Quotienten dann 
mlt~ (12). Dieses ergib~ dann die Ubergangswahrseheinliehkeit aus dem 
Intervall 2.2, 2.~ + A 2. naeh 2.~ in einem Gleiehgewiehtssystem, und muff 
daher (5) gleieh sein. Wir erhalten also 

A(Eq = I 
\ h  / h2f, - AE~ ,  

d f  "~ [ (13) 

d 2 . -  8z~/ tq  s 
D ! 

Man kann sich leicM fiberzeugen, daft dieses Ergebnis auch im allgemeinen 
gilt. Nur wenn X '  asymptotisch positiv unendlich wird, and wenn es 
asymptotisch wesentlich voa einem anderen kontinuierlich veri~nderliehen 
2. abhi~ngt, miigte man das statistisehe Argument etwas ~ndern. Dieser 
Fall wird wohl in physlkallschen Problemen nie vorkommen. 

Die Eigendiffereutiale sind also 

2 + ..4~ 

f h. A O (2.) ---- 8 ~ - ~  g~ * d 2.. 
). 

Damit ist die Normierung durchgef[ihrt. 
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Zum Sehlul~ bemerken wir:  Falls man, wie in den iibliehen Problemen 

d / ~  h a 

d~. - -  8 ~ p g  ~ 

hat, so hat d f die Dimensionen einer Frequenz. Die Quadrate der 
photoelektrischen Matrixkomponenten unteracheiden sieh dann durch einen 

Zeitfaktor yon den periodisehen, wie es auch sein sollte l). Und die 

Zahl der in der Strecke z / s  (pro Zeiteinhelt) eintretenden Teilehen ist 

nun im Gleichgewicht gerade 

h I "JO~odx' 2~t~ O3(V~,'*)~f = 

wenn hier ~ nach (10) nornfiert ist. 

II .  A n w e n d u n g  au f  das  Z w e i k ( i r p e r p r o b l e m .  

1. D ie  L ~ s u n g  der  D i ~ f e r e n t i a l g l e i e h u n g ~ ) .  Die Bercehnung 

der Eigenfunktionen fiihren wir in zwei Schritten dutch. Wit  finden 

erstens die beschri~nkten, eindeuiigen, zweimal stetig dlfferentlerbaren 

Liisungen unserer Gleichung. Eine solehe LSsung bezeichnen wir mit u, 

den entsprechenden normierenden Faktor  mit ~, und schreiben ~p ~ ~ u. 

Wir  werden auch immer die Argumente und Parameter yon 4, ~ und u 

unterdriicken, wenn der Sinn sonst klar ist. 

Wir nehmen als Modellsystem einen schweren Kern der Masse M, 
Z~ ~ b 

der ein Elektron mit dem Potential anzieht. Dabei ist R 
R R 2 

der Elektronenabstand, Z t die ,, Kernladung", - -  e die Elektronenladuug, 

und be ine  kleine Konstante, die far das Wasserstoffatom verschwindet, 

fiir K-Elektronen in sehweren Atomen elnen roh bereehenbaren Wef t  

annimmt. Nach der tibliehen Abspaltung der Schwerpunktsbewegung 

und Separation der iibrigen Gleichung in Polarkoordinaten erhal~en wir 

zuni~chst 
u" (~) +/,~0 u ~ O, 

1 0 (sin Ou'" ( itq, si~ ~,) ,~ =_o, sin ~ 0 ~ uv - /  

10_{r,  OU ) ( ot k ( k ~ - l ) . ) u = O "  
,'=Ork Or +Y~+r 

1) Weil man klassiseh fiir periodisehe Bewegungen die Ausstrahlung pro 
Zeifieinheit, fiir aperiodische fiir die gauze Bahn berechnet. 

u) Die Ergebnisse dieser Abteiluag siad yon E. Fues ,  Ann. d. Phys. 80, 
1926, fiir das )Iolekiilproblem, yon J. R. O p p e n h e i m e r ,  Proc. Camb. Phil. Soc. 
(1. r fiir das bier behandelte gegeben worden. 
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Die Gleiehungen sind alle bekannt. Das erste Ergebnis ist, dab die ~- 

und cp-Bewegungen fiir perlodische und aperiodlsche Bahnea gleich sind; 

setzen. Das wiirde im besonderen mull man )~,p--~ m '2, )-o ~ s 2 - - ]  

klassisch nicht der Fall  gewesen sein, wo man die Quantenbedingung 

aus der Perlodizltat der Bewegxmg selbst, und nicht aus dem periodischen 

Charakter der Koordinaten ableitete. Bekamlflieh mu~ man m ganz- 

zahlig, s halbzahlig annehmen, und erhglt 

~ (~) ~ cos m ~ § i sin , .  ~, ( 

a (~) ~ -  " ( " )  (cos &). ] t4) 

Die Gleichung fiir u (r) lautet  

1 0 {,.~0 u], (7.2 + g 1~:(t':; 1)-)u = 0. (15) 
,.2 O r \  O , ' / +  ~' 

Dabei ist 

und 

/ 8 =2 Z ~.2 m M 7 ~ + / 8 s  _ _ r a M  E, u . - -  , 
h. 2 m + 3 [  h 2 ( , ~ §  

8 ~r'-' b m. 31 1 
1: (t: + 1) - ~  s"-- -  

h = (m + 3I)  4 

Fiir b ~ 0 ist k ganzzahlig, nt ist die Elektronenmasse, E die Energie 

der Teilehen bei ruhendem gemeinsamen Schwerpunkt. 

Die Funktionen 

, ' ~c : ' "  (~ - -  y F  +" (z + 7y ~-'~ da, 
U 

{g 

wo ,~, = - -  ist, geniigen (15), wenn C so gewghlt ist, dab 
7 

J" ~J- [e:" ( i - -  Y)t'§ l ( + TJk-n+ l] dz ~--~- O. 
c 

Wit werden mit den partikulgren LSsungen zu tun haben, die aus der 

~o]genden Wahl yon C entstehen: 

~q, Ct: eine aus dem negativ Unendlichen herkommende, ~ - 7  um- 
kreisende, einfache Schleife, 

n~, C.~: eine fihnliche, - -  ~ umkreisende Schleife, 
u.a, Ca: eine urn ~ 7 und - - ~  herumgelegte Doppelschieife. 
Dann ist 1) 

1) Vgl. L. Schles inger ,  Differentialgleichungen, V. W. V., Berlin 1922, 
Kap. VIII. 
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Verschwindet u~ nicht identisch, so-ist sie eine ganze Transzendente. Ist  

sie auQerdem auch im Unendlichen beschrgnki, so ist sie die gesuchte 
LSsung. Ist sie es nicht, so existiert hi diesem Falle keine Liisung. 

Setzen wit  

),v+k 1" % - - - , - - ~ o ~  (z--7)z:+ '~(z  5 7 )  k-,~z~dz = ~c~r,§ (18) 

ca 
in (15) ein, so erhalten wir die ein~ache Rekursions[ormel 

v ( 2 k  + v + 1)c~ 4- ac~_l --7~c~_2 ~ O. 

Aus dieser finden wir mit c_~ ~ 0 

e~ Co. lyl~f(z ,6) ~-~ �9 (19) 
= , 6 = l r l  

Wir geben bier die ersten acht c~/c o wieder: 

(2 ] i+  ]), 

+ (6 z,. + 5 ) r  

(12~: @ 14)62 4- (12k 2 § 24k  -[- 9), 

+ (20) i  4-  30)  s 6 - -  (60)~: 2 + 160 k + 89)  6, 

( 3 0 7  d 55) 6 ' + ( 1 8 0 ~  2 4-  6 0 0 k +  439)0: - -  (120)[: 8 
(19a) 

5407~ 2 + 690 ]['.-t- 225), 

f7 ~ - -  67 @ (40-k + 91) 6 5 -  (380t[, 2 4 -4320/ [ '  4- 11239 ) a  2 

-[- (720 ~3 4- 5300 ~2 4- 7340 s 4- 3429) 6, 

fs ~--- as - -  (54); -t 140)68 ~ ( 800~,'2 4- 6560 li 4- 13934=)6 ~ 

- -  (3240 k 6 ~- 22520  ~ ~ 4- 42886 k @  25010)  6 ~ 

4- (1680 ~4 ~_ 13440 ~6 + 36 170 ~2 .~_ 36 960 1,~ 4- 11 025). 

Dabei ist ~" --~ k - -  1/2 gesetzt. 
Andererseits f'inden wir durch Ausft~hrung der Integrale in (18) 

- -  ,~;~": + '~)(1 - -  e2~i( I: -~'~). (1 - -  e2~"t:-"O. Q, 
r!  

Q ~ B ( v @  1, l:4-~t ~ 1)/,'Q~ - -  k, v ~  1, n4 -  k @ v 4 - 2 ,  - -  1) 

@ ( - - 1 ) ~ B ( v @ l , k - - n @  1 ) F ( - - i ~ - - k ,  r 4 - l ,  k 4- 2 4- v - -  I/, - -1) .  (20) 

Darin ist B das E u l e r s c h e  Integral erster Gattung, 17 die hyper- 
geometrisehe Reihe. 

r'l ~ - -  6, 
-~-~6  ' 2 -  

~ - - a  6 

f5 ~ - - 6 5  

f6 ~---66--  
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Eine asymptotisehe Entwieklung erhalten wit  aus (17) und 

u I ,-~ (1 - -  e "-'~'(k-')) r n - I  err l " ( k  @ 1 - -  n) ( - -  2 ~)" +~: 

( 1 +  ( - - n 4 - k + 2 ) ( - - n + k + l ) 2 ~ r  + " ' ' )  

a~ ,--, (1 - -  e -~ '~ i (k + ,o) r -  " -  1 e4 7r/-, (k q- 1 + n) (2 ~,)-" + i: 
i 

2~,r 

(21) 

Mart sieht ietzt, dal~ auch in diesem Falle das S e h r 5 d in  g e r sche 

Resultat gilt: Ftir iedes positive E ist % eine beschri~nkte ganze 

Transzendente. Ftir negative E mul~ dagegen n -  k = 1, 2 , . . .  seinl), 

um eine solche zu liefern. W~thlt man in diesem Fatle C a als einen Kreis 

um den Punkt  z = - - 7 ,  so wird 

--~-l(-2r,)J( n+z, ) 
u~ ~-~ 2 ~ i . ( - - 2 ~ ) ~ k + l r k e  - r '  ~ jT " , n - - k - - l - - j  " (22) 

~ ' = 0  

2. Die  N o r m i e r u n g  der  L S s u n g e n .  Die Werte yon ~(r ~(ff) 

und ~ (r) fiir den periodischen Fall erhalten wir durch Einsetzen yon 

(14) und (22) in I ! ~ i 2 d v =  1. Es wird 

1 
~Te '~ = 2 z ;  also ~ , e - -  

],'2 ~ '  

1 (s~-m---~)! V (s--m--~)Z 
~ = T'' ( s - - , - - -  1)!: ~o = s (s + ,,N-- 1)!" 

A-1 0~, k) 
~7 ~ = - -  4 ~2 (2 7) ~ k - ~  A 2 (n, k) ; ~" = 2 ~ i (2 7?- ~/~' 

A ~(n,k) = n F ( n q - k q -  1) 
f ' ( n  - -  k) 

Setzen wir (17), (21), (13) in (10) und 0 = 'r~" ein, so folgt fiir ~r im 
aperiodischen Falle 

~r ~ {(1 - -  e2~i(k+n)) 2 . (1 - -  e ~ i ( k - - n ) )  2 

2 ~ 9 .  

1) Die Bediagang, dal} - - y  eia Pol des Integrancten sei. 
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7 
~r = (2a)  

(1 - -  e ~'~(~+')) (1 - -  d ~w:-~)) t"F(k + 1 - -  n ) / - ' ( k  + 1 + n)  

Wir werden sparer die normierten Koeffizlenten ~ = ~c~ gebrauchen. 
ttier geben wir Co, woraus die hiiheren c~ nach (19) zu bestimmen sind: 

|/,'4 ~r # e@,,I } F ( k +  1 + n)/-'(k + 1 - - n )  
Co---~ ~ -~-~ -[271k+~' '"  ( 2 k + l ) !  (24) 

3. Die ) I a t r i x k o m p o n e n t e n .  Wesentlich ~iir die Ubergangs- 
wahrscheinlichkelten sind die )Iatrlxkompouenten der kartesischen Koor- 
dinaten des Elektrons 1). Andererseits sind die durch das Atom erzeugten 
elektromagnetischen Potentiale ~) im grol]en Abstand durch die Kom- 
ponenten der Geschwindigkeitea bestimmt. In diesem Abschnitt sollen 

die nStigen Rechnungen durchgefiihrt werden. 

Wit bemerken zun~chst, dal] die yon # und 9) herriihrenden Faktoren 
davon Unabhfingig sind, ob die Bewegung periodisch ist oder nicht. Wit 
erhalten also in ailen F~tllen die Auswahlregel z /s  ~--- ~ 1, z /m ~ 0, -t- 1, 
und die Polarisa~ionsfaktoren 8) 

~, (s, ,,,; s'..,,') = ~ ~ ~os ~ sin e V (~, '~)~' O, ~) ~ ~ J'~ 
0 0 

tog_ is, m; s', m') = 

eo~ (s, m; s', m') : 

( 3 s - - s ' - - l - - 2 m ) ( s ' +  m---~)! 

V s  s'  ( s '  - -  ,.~ - -  ~)! 

0 0 

_ g ~  1~i+" + {)r(~-,,-~)~F-, 
2 f W  [(~ - ~ -  {)~ o + , ,  - N /  ' 

o 0 

_ ,~  ~ {(s' + m - ~)!  0 - , , , -  ~)!1 <~. 
'_, ~ ' ~  o' - .,, + ~)~ (s + . ,  - 1), [ 

~25) 

a) p. A. 5I. Dirac, 1. c. 
~) W. Gordon, 1. c. 
a) Die Rekursionsformeln 

28, 927, 1926 zu linden. 
[fir p(m) sind z.B. bei 

- -  l l  
C. Eckart ,  Phys. Rev. 
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1. Hier  nehmen wit  das Doppelschleifeniategral liings eines Halb- 

kreises yore Radius l Y'N, vermeiden den Pol des Integranden und erhalten 

I , 0~, z,~ . ' ,  z,') I -~  ~o • ~ 2 si= } (~, + ~: + 3) = ~ ~o I y' I ~'- ~ - ' ,  
WO 1) 

2 6 - - ( k  § k' § 3) 

Fttr gegebene tt und 7' wird also 

�9 1 z k  + 8 
l"( ' ,  z~; ,~', 7 0 1 ~ f ~ ( . ,  z,:, zOIT'l-':-~. ~, (27) 

WO '/ f , (n,  k, t/) = 2u  s in}(k § k' § 3 ) g .  z - "  . \ - ~ g - ]  .Q', 
(28) 

~ 2 ' =  F 0 ~ §  / F0~-- /~)  / :~ 
r ( . - z , )  r q , ' +  ~) r(_) ~, + 2) ~ , , r N V ~ +  ~)l " 

"2. Hier nehmen ~ r  die imaginare z-Aehse fiir das Doppelschleifen- 

z 
integral, und entwickeln den Nenner naeh Potenzen yon - - :  

Y 

I" 0~, ~'; '~', I:')1 I 
tt  - - l : . - - I  . , 

~ ,  ~ - , ,  ,),~,+-~+~ - ~  . . . .  :~ . . . . .  /I~ + k + j  + 4 \  , -  I 
~ ~ k - -  -) 7 ' [2 [n, /;,)) I Iv.c~, I 

j = o  ~ \ v / I 
wo ~ [ (2,~) 

( - -  1)dF(k d-k '§  § 4) F ( n  § k + 1 ) / F ( n  - -  l; @ 1)1~ / 
f-'("'~"';)= 7-~-7,~~+wj;T~.W., / ~ v ~ l  / 

Aus (19) folgt die Konvergenz dieser Reihe for Y ' I <  1. Sie 

konvergiert  rasch fiir kleines i Y'l and ist deshalb bequem ftir die Unter- 
suehung yon Spektren in der Nahe der Grenze. rm Grenzfall y ' - ~  0 

strebt I t ( , ,  k; t~',/.:')! einem konstanten, Z 2 umg'ekehrt proportionalen 
Wert  zu. 

Um eine al[gemein gtiltige Formel ftir ro t ,  k; ~', k') zu erhalten, 

verwenden wir  ein Verfahren yon F u e s  2) an, das leider nur for ganzzahlige 
k und k' gilt. Denn das Integral  s ist gleieh (1 - - c  ~-~i(~+k)) real einem 
einfachen positiven Sehleifenintegral um ( - - 7 ' ,  - - Y ' ) '  Der Integrand 

I) Die Formel versagt, wenn k + k' eine ungerade ganze Zahl ist. In diesem 
--I.--2 

Fall ist r (~, k; , ' ,  k') '~, ] y' I " 2 proportional [siehe (30)]. 
2) E. Fues,  l. c. 
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hat im erl~uterten Fal l  aber sonst nu,' eine Singularitat, den Pol z : 7" 

Also ist 

I (Z - -  ~,'~n% k' {~ -t- ~")-- 7~'+ k'~ 
i,, = (1 __ e~ ~i(,, + ~)) Res I L  + '  kS_~ V_+.(+_UU___ I. I 

: = r t  ( y - - z )  " a .I ] 
I 

+ Q,, [ 
L ~ / J . [ (30) 

-,, ~ Ik '  4- n"~ / l," - -  n' "\ - i ~ r  )'-' .(k+k'+j+,~--2o) | 

=, ok 

ab. 

und 

Ftir ganzzah]ige k und k' bricht die Reihe mit  a = /: + k' + j + 3 
Man erh~lt dann 

lim ,-(., t~; .', 1=) = co~st z~+ ~[ r ' l - ~ - ~  
~'  ~ 0 

lim r (n,  k; n', k') = c o n s t  Z - 2 .  

Ferner konvergiert  die Reihe (30) auch ftir unganzzahlige k und k' 

der Reihe (31) nehmen. 

r - 2  (n, k; . ' ,  I;') ~ ~ G . . R  ~ +~ + +~'+ ~, (31) 

, , = o r - - k + k ' + l  

1 
Urn r -'-> bis zu .~ zu berechnen, mu]  man ungefghr 2 N Glieder 

Andererseits ldSnnen wir  die Integrale (17) 

s ' (2k 4- 2)1 r IR>> 1, 

F(2 ~:+ 2) 17'[R>> 1, 
ist 

W O  

und ergibt dann in den Grenzfgllen genau die Formeln ( 2 7 ) u n d  (29). 

Man k6nnte deshalb vermuten, da~ (30) im allgemeinen eine brauchbare 

Ngherung lle~ert. 

C. Wi t  haben ~etzt die aperiodischen Matrixkomponenten yon r - 2  
zu berechnen. Am einfachsten setzen wir  die Reihen (18) in das Integral  

ein, und integrierel~ bis zu einem bestimmten r - W e f t / ~ .  Dabei m u ] R  
so gewghlt werden, da6 fiir be[de Eigenkmktionea der asymptotische 
Wef t  (21) vernachlgssigt werden kann - -  a for t ior i ,  dab die Entwicklung 

(21) iiberhaupt gilt. Wenn 7 und 7' einander nahezu gleich sind, ergibt 

das Verfahren elne gut konvergierende Reihe. Falls also 
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gebrauchen, dann die Integrationsfolge wie in B vertauschen 1). Ffir groge 

I',l y - - d . h .  • > l , , ~ l ,  ist 

1 (t~) 
q., _~ ~,) ~ ( _  1)o (2 ~ _  t~_ t 6 

u~d 1 -~-- 2 sin ~ 
q 

Fiir g'anzzahlige k und t:' kOnnen wir wieder eine allgemeine Formel 

linden. Wir geben sie hier n u r d e r  Volls~indigkeif halber wieder, da 
sie ffir die Reehnungen durch (3I) und (32) ersetzt werden kann: 

r-'~(~,,k; ,~',k') : F(k +,2| 1). 7~-~'  ~i ~ ( k  +n)('t~a . +k'--6k--n )Lo, 

2;,~=~' ~ + 1 __z] (~--r)  + ~ ' ( z + r ' ? ' - " d z  
V/ 

-3 

= ~ (7": -t- 'b --  g) (a --  k - -  n) ( - 1)" 7 - .  . . . .  ' - '  c'~ ~_ ,.. 
!~ r " / \ / "  ~ 'V 

Falls 7 ~ 1, n ~ 1, geht dies in (32) fiber. 

11I P h y s i k a l i s e h e  E r g e b n i s s e .  

1. A n w e n d b a r k e i t  des Mode I l s .  Wenn man b--=-0 in (13) 
seize, so erhglt man den Fall des atomaren Wassersto~fs. Das atomare 
Wiedervereinigungsspektrum ist mehrfaeh 2) beobachtet worden; doeh 

wgren Intensit~tsmessungen ohne genauere Kenntnis der Energieverteilung 
im Kanals~rahl sehwer zu deuten. Andererseits ist das einzige bekannte 

atomare Absorptionsspektrum - -  das an die Balmerserie anknfipfende - -  
noeh nicht experimentell analysiert. In den Sternen findet Yii 3) zum 

Beisplel, da~ dieses Spektrum in der Nahe yon Hfl anNngt, steil his zur 
Grenze ansteigt, und dann his ins Ultraviolette wesentlieh konstant bleibt. 
Die Theorie, wie wir zeigen werden, verlangt ganz eindeutig, daI3 die 
Absorption nach der Grenze nieht langsamer als i2, ~ ab~allt. Wit m(ichten 
also den Versuch, dieses Spektrum etwa als ein verschwommenes atomares 
Spek~rum za dea~en ~), als nich~ zutreffend ansehen, und vielmehr glauben, 

1) Ura die Konvergenz der Integrale nach,, zu sichera - -  was nach (21) 
ver langt  isg --- mull man  ~ (z) ---- - - ~  % 0 setzen, und dann ~ gegen Null kon- 
vergieren  lassen. 

~) J. S t a r k ,  Ann. d. Phys .  52, 255, 1917; .54, 81, 1917, 
si C. u Lick Observatory Bul le t in  375, 19")6. 
~) W.H.  C r e w  und E. H u l b e r t ,  Phys.  Rer.  ~ 936. 1926. 
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dal~ es sich auch hier, wie bei dell Alkalien, um eine LTberlagerung eines 
echten atomaren Spektrums und eines ]~[olekiilspektrums handelt. RSntgen- 
absorptionsmessungen sind auch im Wasserstoff bekannt. Wir werden 
sehen, dab die Theorie den wesentlichen Zug dieser Messungen - -  einen 

hSheren Exponent im ~-Gesetz - -  genau wiedergibt. Ein den aperiodisehen 
~Iatrizen entsprechendes Spektrum ist bei Wasserstoff nicht bekannt. 

Unsere Rechnungen ktinnten auch eine angeni~herte G[iltigkeit haben 
in den Fiillen, wo klassisch das Elektron wesentlich in einem gestSrten 

Coulombfeld sich bewegt - -  bei den Alkalien und den tiefen R5ntgen- 
spektren schwerer Atome. Das ist jedoeh bei dem heutigen Stand der 
Quantentheorie im allgemeinen noeh nicht streng zu rechtfertigen. Bei 

den Alkalien kommt noch die Schwierigkeit hinzu, dal] bekanntlich der 

Potentialansatz (II) auch fiir die periodischen Bewegungen nicht hinreicht. 
Wir wollen aber im folgenden annehmen, dad, falls wir b und z so 

wghlen, daI] das Potential mit dem wahren in der wesentlichen Streeke 
der Matrizenintegrale fibereinstlmmt, das Ergebnis auch roh gfiltig ist. 

Wir miissen aber bekennen, da6 diese Annahme eigentlich einer ein- 
gehenderen Rechtfertigung bedarf. 

Ftir die K-Elektronen in einem schweren Atom sieht man leicht. 

daI~ die wesentliche Strecke yon y r .  0 ~0 ~* d r  fiir die p h o t o  e l e k t r i s c h e n  
]~Tbergange gerade nm den Radius tier K-Elektronenbahn liegt. Aus der 

Ionisationsspannnng des Heliums kiinnen wir aber n fiir diese Bahn roh 

bereehnen. Anderseits kiinnen wir dann auch k aus n - - k  = 1 be- 
rechnen und darauf aueh b und wegen z/s  ~ 1 aueh n', h' finden. Dal] 
dieses Verfahren einen sehr guten Wert des Exponenten yon ), liefert, mag 

zum Tell zuf~llig sehl. 
2. Das  k o n t i n u i e r l i c h e  A b s o r p t i o n s s p e k t r u m  des a t o m a r e n  

W a s s e r s t o f f s .  Die Zahl tier durch eine polarisierte Liehtwelle er- 
zeugten Ubergange ist dureh (5) gegeben. M_itteln wir fiber alle Polari- 
sationsrichtungen, und multiplizieren wir das Resultat mit der pro 
1Jbergang absorbierten Energie, so erhalten wit fiir den Absorptions- 
koeffizienten c~,, 

a , L . d v  8 ~ s v ~  io 
- -  3 c h  ( s ) ] r ( n , k ;  n ' ,h ' ) [~I , .dv ,  (33) 

wo v = R /n  . 2 -  t~/n '2 und R die R y d b e r g s e h e  Konstante ist und 

s ~ - s '  
P ( s ) - -  4 s  (34) 

Wir untersuchen zun'~ehst die an die Lymanserie anknfip~enden Spektren. 
setzen dazu s = ~ ,  s ' ~  ~, k ~ O ,  k ' ~ -  1, n ~  1, Z =  1. Betraehten 
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wir cr far sehr kurze Wellenlangen ~, dann gilt  die Formel (27) ffir 

r (n ,n ' ) .  Nun ist k ~ -  k' = 1, daher fl  ~ 0; d. h. r(n,n.').~,'k+~/2 ---> (). 
Hierin haben wlr  elne Erkl~rung der yon ]=Iewlet t  ~) beobachteten Tat-  
sache, da$ fiir Wasserstoff die RSntgenabsorption rascher mit wachsender 
Harte  abfallt als bei sehwereren i t o m e n .  Experimentell  finder H e  w l e t t  1) 

f~ir den gesamten Schwachungskoeffizient cx-~ cons t i%.  Deutet  man 
wie iiblich den ersten Term als Streuung, so st immt der Absorptions- 
koeffizient mit dem theoretischen iiberein2). 

Betraehten wit  nun mit Hilfe der Formel  (29) a,, in der X~he der 

Grenze. t i ler  ist 17'1 klein, I"1 groa, 7 ---- 0, h + h' § j + 4 = 5, 
f~ = 4! und 

r(1, n') .-~ 23/a4 I. y-%Uo ~_a~ (4 ~-4! r)! c~/c ~ Y-~" (35) 

Fiir 7'--~ 0 wird dies nach (19) 

{ ~ 4 §  l-.2 I 
2 % 3 !  7-W,~o ~ ( - -  l) '-- 2's51"' ""1 

Da 

~ ( -  1)~ : ~ (~e-.<) 

und nach (24) 

Co-' "~ ~2'I'~ I ?I/ V'~ (y' n')% (1 +~1 i,n' I-2 ...), 
wird (35) 

T r - ~ [ 1  - ( ~ 1 7 6  "'']; 
i 

a u s  

h 
v ".-' R ( 1  § l,~,'l ~ . . . ) ;  P _-- 1. r - ~  - 

- -  , 8 ~ t e R  
finder man nach (53) 

24 ~2 
(1 - 3,3 I,,' I--" ...). ~ , ' - -  e ~ Rote  

Fiihrt man dann 2, z c[v, 2o ~ c/R ein, so wird 

tz,, " - "  _a 9 ~2/.~., ~3,31~2,3 ( 3 6 )  
- -  ~ 1 ~  ~,,a~ 1 ,~0  �9 

Wir werden spliter auf diese Formel  zuriiekkommen. Bemerkenswer~ ist, 
d a $ s i e  h nicht explizite enthalt. 

1) C.W. Hewle t t ,  Phys. Rev. 20, 688, 1922. 
u) Dieses is~ nicht allffemein zu erwarten, da es sich nicht um atomaren 

Wasserstoff handelt. 
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Um a,. fiir ;~ ~ I t~'l zu schatzen, miissen wir die Formel (30) ge- 

brauchen. Diese lal~t sich nicht leicht allgemeln behaadeln: setzt man 

aber ]n.'l ~ n. ---- 1, so finder man 

~,.(~o)/~,.(~) : 7,49. (37) 

Wir kbnnen also mit ziemlicher Sicherheit folgendes fiber den Verlauf 

des Exponenten yon ~ aussagen: Nab an der Grenze ist er 3,3; mit 

wachsendem v wird er allmahlich kleiner, und wiirde asymptotisch den 

Wer~ 2,5 annehmen; aber wegen des slngularen Wertes yon k -  da 
k Jr k' ---- 1 ist - -  wachst er fiir sehr kurze Wellen wieder an und 

strebt dem Grenzwert 3,5 zu. 

Demgemal~ kbnnen wit for eine gegebene.Intensitatsverteilung/~ die 

Ionisationswahrscheinlichkeit roh berechnen. Nehmen wir beispielsweise 

I,. ~ I eine Konstante an, so ist die Wahrscheinlichkeit 

;to i" )3,.~ c i r .  dX 6,4Ie2/hcS ~,s ,3 ~ , ~  - -  2 , 1  E 2 I ~ , o / h  c 2 F. 
q] 

0 

Vergleichen udr diese mit der Anregungswahrscheinlichkeit (1,0--> 2,1), 

die der ersten Lymanlinie entspricht. Letztere ist nach (26) gleich 

8 ~s  e 2 2 2 s h ~ 1 
c h  ~ t r (  1,0; 2,1)1 ~ ~ 31oz F~cea" 

Das Verhaltnis ist 725. Die Wahrscheinlichkeit einer Ionisation ist 

unter dieseu Umstanden 725 die einer ein~achen Anregung. 

Fiir das an die Balmerserle ankniipfende Spektrum sind die Ver- 

haltnisse etwas komplizierter. Betrachten wir zuerst die Anfangsbahn 

n----  2, k ~ 0. Da k und k' immer noch fiir den Faktor  ~ singular 

sind, hat man wieder fiir alle kurzen Wellen 

gt .  ~ ~3:5 .  

An der Grenze kann man mi~ dem oben benutzten Verfahren eine (36) 

analoge Formel flnden. Man finder 1) 

~,, ~_~ 3,2 - -  - - .  (38) 
, ,~c ~ ~,." 

Der Exponent und der Faktor  sind fast ungeandert. Diese Tatsache ist 
in den Riint.genspektren in Co m p t o n s  allgemeiner Formel zum Ausdruck 
gebractlk. 

~) '~0 ist hier die Wellenl~nge der Balmer-Grenze. 
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Ftir n ~ 2, 1,' ~ 1 wird asymptotiseh 

~,. ~ k*, ~. (39) 

Die Absorpt ion fall t  noeh steiler  als bet den Elektronen m i t k  ~ 0 ab. 

In der Nghe der Grenze haben wir  /," ~ 0 und k' == 2 zu setzen, lm 

ersteren F a l l  wird  an der Grenze 

~,. = 0,1 ~2//~c2 Zo" (40) 

Die Absorption ist  viel  geringer als die yon t,'---- l; k' ~ 2, oder k ~ 1, 

k ' =  2 herrtihrende. Physikal iseh kSnnen wir  das folgendermal3en deuten: 

das losgeltiste Elekt ron  ha~ eine geringere WahrseheinIiehkeit ,  dem Kern 

naher zu kommen, als in seiner urspriinglichen Bahn. Die Fortsetznng 

der Entwicklung  ist  fiir diesen Fa l l  sehr miihsam ~); a,, fal l t  aber aueh 

hier s tei ler  als )8 ab. 

Fi i r  k ---- 1, k' ~ 2 kann man wieder die Reehnung dnrchfiihren: 

~(l,, ')  2 U  1 / ~  i_~__ ~--- e 2 ~' h ~ - 2 ( 1 - -  2,15 I n'  ")~ . . . ) ;  

2 4 c  
P : X :  Z ~  -; 

E2 Z3,~ 
~,. ~ 3,5 - - - - -  

c "~ ~ Zo'4 
(4!) 

1) Die in (/9) angegebenen cz/e o reieheu fiir eine genaue Bestimmung der 
Exponenteu bier uicht aus. 

3) Einige der Ergehuisse dieses Absehnitts und des niichsten sind qualitativ 
yon G. Wentze l ,  ZS. f. Phys. 40, 574, 1926, gegebeu. Siehe aueh J. R. Oppen-  
he imer ,  :Nature 118, 771, 19"26. 

Zeitsehrift l~ir Physik. Bd. x r d .  19 

Wir sehen also, dal~ die yon k ~ 0 und k ~ 1 ausgehenden Absorptionen 

an der Grenze einander ungefahr gleich stud, dad aber die yon k ~--- 1 

etwas s tarker  abfallt. Da fiir hohe Frequenzen dasselbe (aueh N r  ganz- 

zahliges k) gilt,  kSnnen wi t  vermuten, daft es for alle Frequenzen gilt.  

Wi r  sehen also, dal] das kontlnuierl iehe , ,Balmer"-Spektrum yon atomarem 

Wasserstoff stets naeh der Grenze abfal l t  (in Absorption - -  in Emission 

kommt noeh ein F a k t o r  ;~-a hlnzu). W i t  werden ietzt  die Ergebnisse 

auf die R6ntgenspektren tibertragen, wo die empMsehen Tatsaehen besser 

festgestel l t  sind. 

3. D i e  k o n t i n u i e r l i c h e n R S n t g e n a b s o r p t i o n s s p e k t r 6 n 2 ) .  Der 

wesentliche Tell  des Matrizenintegrals  ftir r(1,  n') l iefert  elne kleine 

Streeke um r ~ ,  1/7. Naeh unserer Annahme haben wi t  also b so zu 

w~hlen, dal3 es in dieser Streeke mit  dem wahren Kra[tgesetz mSglichst 

gute i )bereinst immung gibt. Diese wesentliehe Streeke is t  gerade die, 
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die das K-Elektron in ,,seiner Bahn" erfiillt. Vernaehl~sslgen wir die 

itui]eren Elektronen, so kSnnen wir den Zusatzterm, der von der An- 
wesenheit des anderen K-Elektrons herriihrt, g r i i l ] e n o r d n u n g s m a l ~ i g  ~) 
abschatzen, indem wir aus der Ionisationspannung des Heliums und den 
Beziehuugen ~. - -  k ~ i ,  b ~--  k ( k  - ~  1) die Gr~i~en b und k, k' berechnen: 

~t-~-- 1,2; k ~ 0,2; b :  0,25; k '  ~--  1,1 (42) 

In der Tat  geben diese Werte gute 1Jbereinstimmung mit  den empirisehen 

Forme]n; der genaue Wef t  yon b ist hlerbei nleht sehr wesentlich; 

wesentlich ist nur sein Nichtversehwinden. 

Setzen wir (43) in (28) ein, so wird 

2 usin-~ (k + k ' ~ -  4 ) ~  ~ 0,27 
und 

f~ = 6,5 \ I~  ] " 

Ftir hohe Frequenzen ergibt das mit 

P = 1; , , ~ R z ~ l , ' l - 2 ;  Zo = ~ . ,~ /Rz  ~ 

g~ _~ 2,3 --c~ )~,-~. (43) 

Kleine :~nderungen yon b wiirden dieses Erg'ebnis nur wenig andern. 

l i l t  b ~ 0,5 wiiren die Exponenten gleich 3 und 2, die Konstante 

eiwas grSfler. 
Ftir s ~ )~o, w o k  ~ 0 keine Sonderstelle ist, kSnnen wir g,. durch 

[n~erpolation zwlschen (36) und (41) roh bereehnen. Wir erhal~en 

Ferner (30) 

~2 ~3~3 
cr 3,3 . . . .  

c ~ Z~,~ 

~z"('~~ ~ 7 , 6 .  

(44) 

1) Der Zweck dieses Veffahrens, das offeubar nicht s~reag berechtigt ist, 
ist gerade, die Unregelm~ifligkeiten zu vermeiden, die fiir sehr wasserstoffi~hnliche 
Aufangsbahuen und sehr kurze Wellen vorkommen. Aueh experimeutell gibt 
Allen (1. c.) Andeutuugen dieser Unregelmfitligkeiteu. 

Wir  kSnnen also fiir K-Elektroneu folgendes aussagen: Den Ab- 

sorptionskoeffizienten kann man (wegen ~o ~'~ Z-2)  

~,, ~ G Z 4 + 2 ~  2 -~  (45) 

schrelbeu. Dabei ist a immer klein. An der Grenze is~ 6 ~ 0,3, fallt 
aber raseh ab, und hat fiir ~ ~o den Wer t  - -  0,2. Asymptotiseh strebt  a 
gegen - - 0 , 3 .  Diese Aussage ist durch die Experimeute gut bestatigt. 
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A l l e n  ~) tinder zum Beispiel, daft es fiir die K-Absorpt ion keine allgemein 

giiltige Formel  gibt. Er  findet folgende Wer te  fiir 0: 

Tabe l l e  1. 

I] Cu [ A I [  Zn Fe I Ni Sn 

" . . . . .  I - -  0,3 - -  0,1 - -  0,4 - -  0,2 - -  0,25 - -  0,25 

Der Wer t  der Konstante G ~ndert sich im ganzen Bereich um e~wa 1/4. 

Die Formeln (36), (41), (45) enthalten h nieht explizite. ) [an kSnnte 

deshalb erwarten, dal3 sie auch ,klassisch" abgelei tet  worden sin& Das 

ist  in der  Tat  der Fall .  Denn sie unterseheiden slch nur durch einen 

Fak to r  yon der Griil3enordnung e]ns yon der yon C o m p t o  n2) gedeuteten 

T h o m s o n s c h e n  Formel.  
~2 ~3 

•,. ~ 15,6 - - .  
mc ~ ;J 

Setzen wir  endlich 2~o ---- c n 2 / R Z  ~ in die korrespondenzmgfige Formel 

yon K r a m e r s  eln, so erhalten w]r 

16 ~ )a 

3 V3  g m c~ z~ 

Bekanntl ieh ~) mul~ man g ~ 2,2 his 2,4 fiir die K-Elekt ronen setzen, 

nm Ubereinstimmung mlt  den Experlmenten zu gewiunen. Dann wird 

2 ~,, ~ 6,8 + ~  ~ .  

Die Formel  (44) s t immt also aueh zahlenmafig.  

Uber die iS- and M-Absorpt ion sind unsere Ergebnisse noch quali- 

tat iver.  Erstens kiinnen wir  sagen, daft k und k' sicher nicht ganzzahlig 

sein werden, daft demgemiifi ~,. sieh asymptotisch wie ) . - % , - k  verhalten 

wird. Anderersei ts  kiinnen wir aus der Konstanz der Faktoren in (36), 

(38) und (41) sehlieflen, daft der Bei trag eines Elektrons zur Absorption 

in der Nahe der Kante der Wellenlange der Kante proport ional  ist. 

Hierla  sehen wir  auch die Reehtfert igung der universellen Formel  

C o m p t o n s .  Da aber die Absorption, die yon einem JP- oder D-Term 

entspringt, ste~s rascher mit wachsender Frequenz abnimmt als die elnes 

S-Terms, kSnnen wi t  noeh zwei Schliisse ziehen: 

l) Al len ,  Phys. Rev. 28, 908, 1926. 
"~) A. H. Compton,  ebenda 24, 247, 1919. 
a) Siehe z. B. Haadb. d. Physik, 23. Bd., S. 324, 1926. 

19" 
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1. Der Exponent yon ~ sollte ftir L-Absorption etwas grbi~er sein 

als fiir K-Absorption. 
2. Regt man mit R(intgenstrahlen, die weieher als die K-Grenze 

sind, an, so sollte mit wachsender Frequenz die Intensitat der L , -  und 

L.t-Linlen rascher abnehmen als die der Z~-Linien. 
Der erste Sehlul] ist z.B. yon A l i e n  1) bestatigt worden. So finder 

er fiir die L-Absorpt ion der in Tabelle 1 angegebenen Elemente a 

stets zwlschen 0 und 0,08. Der zweite scheint noch nich~ untersucht 
worden zu sein. Ohne genanere Kenntnisse der Dynamik der Atome 
kSnnen wit wohl nicht viel welter kommen. 

4. Die  P h o t o e l e k t r o n e n .  In manchen Fallen ]iefer~ auch o~/hv 
eine Abschatzung der photoelektrischen :kusbeute. Zu diesen gehSren 
wieder der atomare Wasserstoff und die K- und Z-Elektronen schwerer 

Atome, und mit grbl]erer Unsieherheit, die Alkalidampfe. Wir werden 
uns abet hier mit einer kurzen Besprechung der Intensit~tsverhaltnisse 
in den dutch RSntgenstrahlen losgelbsten Elektronen begniigen. 

Zunachst sieht man, da] die photoelektrische Ausbeute yon den 
IGElektronen auch roh durch ein Z'~+~-Gesetz wiedergegeben werden 
kann. Hier aber ist ~ an der Grenze r o h +  1,3, fallt dann etwas ab 
und strebt asymptotisch dem Wert 0,7 zu. Die Ausbeute ist yon S a d l e r  2) 
[iir Aluminium gemessen worden fiir einen Bereich, wo nur die K-Emisslon 

wesentlich war. In der Tat verhalt sich ~ unge~ahr wie ~:~, 5, wie man 

aus der yon B o t h e  s) angegebenen Tabelle ersehen kann. Da die Ver- 
suche mit einer Metallplatte gemaeht worden sind, und da die schnellen 
Elektronen leich~er aus der Platte hinaus kiinnten, ist der etwas gerlngere 

Wert des Exponenten lelcht zu verstehen. 
Die Konstanten in (36)und (38)und (41) sind einander beinahe 

gleich. Deshalb sollte die Grii~e des photoelek~risehen Sprunges pro 
Elektron dem Quadrat der We]]enlang'e der Kante proportional sein. 

Die theoretische Abhangigkeit des Exponenten yon ~t yon k finder 
in den Versuchen yon R o b i n s o n  4) eine schiine Bestatigung. Er beob- 
aehtet die Z-Photoelektronen verschiedener Atome, indem er sic mit 
einem harten Rbntgenstrahl beleuchtet. Liegt die Wellenlange dieser 
Strahlung dicht an der Z-Grenze, so trlt t  die Zm-Emission sechsmal so 
stark vor als die von L[, wie es nach (38) und (41) sein miii]te; ist die 

1) 1. c. 
'~) 0. A. Sadler,  Phil. )lag. 22, 447, 1911. 
3) W. Both e, Handbuch der Physik, 23. Bd., S. 340, 1926. 
4) Derselbe, 1. e. S. 352. 
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Wellenl~nge viel kleiner als die L-Grenze, so ist die L,-Emission tat- 

sachllch starker als die yon L,~: Der Ab[all der aus P-Termen ent- 

sprlngenden Emission ist s tarker als der der S-Terme. Diese Tatsache 
haben wir im vorhergehenden Absehnitt  theoretisch abgeleitet. Auch 
das Ergebnls, dab die K-Emiss ion  s ta rker '  als die yon ~ ist, l ~ t  

sich durch das Vorhandensein yon s im Nenner yon (36) und (4[)  
erklaren. 

Bekanntlich sind die yon einem polarisierten RSntgenstrahl los- 
gel(isten Elektronen nicht gleichmal~ig tiber alle Winkel verteil t  ~). Das 
Maximum liegt in der Richtung des elcktrischen Vektors der Strahlung 

und fallt longitudinal sowie azimutal ziemlieh stell herab. Beschranken 
wir uns auf S-Elcktronea (s ~ .~), so kSnnen wir eine ein[ache Formel 

f~ir dicse Verteilung ableiten. Sei @ = 0 die Richtung des magnetischen, 
~ 0 die des elektrisehen Vektors. Dana sind die erzeugten Uber- 

gtinge dem Quadrat der Matrixkomponentcn y o n -  cos cp s i n g  propor- 
tional [vgl. (25)]. Die Ei~enfunktion des Anfangszustandes hhngt ~on 

und @.nicht ab. ~ach (14) siud die Eigenfunktlonen der hyperbolischen 

Bahn cos go P~) (cos #) proportional. Nach Bo rn  hat man [ ~b (@~ 9~i) [o als 
die Wahrscheinliehkeit  zu deuten, daftir, daft das Elektron die Koor- 

dinaten @~ und qot hat. Die Richtungsverteilung ist also einfach dutch 

sin ~ @ cos ~ 

gegeben. Das Maximum liegt parallel dem elektrischen Vektor;  der 
Abfall  entsprieht auch rob dem yon B u b b  2) gefundenen. Fiir unpolari- 
sierte Strahlung wird die Richtungsvertei]ung einfach 

COS 2 ~ .  

I)as Voreilen des Maximums in der longitudinalen Ebene, das mit  
harterer Strahlung vorkommt, erkl~rt unsere Theorie nicht. Um dleses 

zu erhalten, mill]re man. wie auch klassisch, die Strahlungsabsorption und 
das Wasserstoffatom relativistisch behandeln, wie D i r a c  ~) und G o rd on 4) 
es [iir das freie Elektron gemacht haben. 

5. D ie  B r e m s s t r a h l u n g .  Betrachten wir zunachst einen unead- 

lichen glcichmi~6igen Elektronenstrahl,  der mit einer der Energie E ent- 
sprechenden Geschwiadigkeit  in der Richtuag @ ~ 0 fliegt. Am Null- 

l) W. Bothe,  l. c. S. 353f~. 
"~) F. W. Bubb,  Phys. Rev. 28, 137, 1924. 
3) p. A. M. Dirac ,  Proe. Roy. Soc. (A) 111, 405, [926. 
4) W. Gordon,  1. c. 
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punkt sei wieder ein schwerer Kern der Ladun~ ZE. Dann ist die dem 

Strahlenbtindel gehSrige Eigenfunktion 

4 ~  
~ ~ 2s tb(n ,  k, r) P.<_q._,(cos~). (46) 

Diese Dars te lhng ist zwar rein symbolisch, da die Reihe nicht konvergiert. 

Bemerkenswert isf, auch, dal~ wegen des langsamen Abfalls der pofen- 

tiellen Energie (46) asymptotiseh nicht in die Eigenfunktion eines freien 

Elektrons iibergeht 1). Die pro Zeiteinheit pro Frequenzeinheit yon der 

Frequenz R Z  2 (n ~---n ' -2)  aus yon diesem System ausgestrahlte Energle ist 

2 E g Z 2  1 .  3/ "~ 1"2 I 
1 2 ; I t  

- 8 ~ 112 

+ B~.,. {I,.--> (,,, .,~ --'/._>; , ' ,  .,. ~ ' h ) l  ~,, t47) 
Dabei sind 

B ~  = s { l ~ ( s ,  0; ~ - -  1, 0)1 ~ + [ ~ ( s ,  0; ~ - -  l, l ) .  ~ ( ~ ,  0: .~-- l, 1)li, 
B ~ = s { ] a h ( s , O ; s + l ,  0)12 ~ Ico,(s, 0 ; s  + 1, 1).eo~(s, 0 : s +  1, l)l ]. 

Die Matrixkomponenten sind in (25) gegeben. 

Beschri~nken wir uns ]etz~ auf sehr grol3es E uud miil3iges E ' .  Dann 

kiinnen wir (31) fiir die Matrixkomponenten yon r -~  gebrauchen. Wir 
kiinnen uns dann ferner auf s' = 1 3 ~, s ~ ~, also auf den ersten Sum- 

manden des zweiten Terms yon (47) beschranken. Die gestrahlte 

Energie i,, wird 

128~r ~ Z~e ~ 
~,. = 3 C  ~ 11.12~2..~ [0..~1 (~, O; ~, o)1~ I.,.--" @, #<.; ,~', k') ->. 

Da aber 
ah ( [ ,  O; ~, O) = 3-t /= 

und gr~l]enordnungsmal~ig 2) n' > 1, n < 1 
23/2 2 tt 

r - 2  (n, k; ~', c) ~___ n~l'- ' - -  
3! h ' 

V 2 g E  
ergibt das mit v ~ - 

64~t Z~e ~ 
i , -  3c  a tt~v ~ I~. 

1) Die Reihe (46) erh~ilt man, indem man erstens die Eigenfunktion einer 
ebenen Welle e ~Trc~ naeh deu Eigenfunkfionen eines freien l]lektrons ent- 
wiekelt, dann letv.tere durch die entspreehenden L6sungen des Zweik6rperproblems 
ersetzt, und endlieh so normie~r daft die Zahl tier pro Flfieheneinheit pro Zeit. 
einheit eintretenden Teilehen gleieh Eins ist: 

hy { ~Sv 1 = 1 ;  2-~tt F W 3(reos#) 
vgl. J.R. Oppenheimer,  Proc. Camb. Phil Soc. 28, 422, 1926. 

2) Wit sehen yon dem singul~tren Fall b ~- 0 ab. 
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Das unterscheidet sich yon der Kramerssehen  Formel nut durch einen 

Faktor 2 ~'-3 ~. 

In diesem Grenz[all ist die Strahhmg volls~ndig polarisiert, u,ld 

zwar mit dem elektrischen Vektor parallel dem ElektronenstrahL Diese 

Polarisation ist abet ira allgemeinen nicht vol[standig, sondern wird es 

nut mit wachsender Harte der Elektronen. 

Die weitere Bereehnung der Bremssh'ahhmg' scheint au~ Grund des 

hler be~lutzten M odells kaum gereehffertig~. Fiir schnelle Elektronen 

kommen ja nut die Elektronen, die sehr nahe am Kern vorbeifliegen, [iir 

die S~rahhng' in Beh'acht. Ffir langsame dagegen mi]~ten auch die den 

Kern umhiillenden E[ektronen mit beriicksichtigt werden, was zu einer 

wesentlichen neuen Differentialgleiehung fiihrt. 

I-left, Professor M. Born  bin ich fi~r seine freu,~dlichen Ratschlag'e 

herzlieh dankbar. 

G~ttin~'e, , .  [nstitut fiir theoretisehe Phvsik. 


